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Sta je podstaklo razvoj teorije verovatnoce?

Blaise Pascal



Str. 67
Osnovni pojmovi

Teorija verovatnoce je matematicka disciplina koja
izucava zakonitosti slucajnih pojava.

Slucajni dogadaj je onaj dogadaj
Cija se realizacija ne moze
pouzdano predvideti.

Skup svih elementarnih dogadaja
se naziva sigurni dogadaj:

Q={ Wy, Wy, W3, Wy, Ws, (*)6}




Str. nema u knjizi

Verovatnoce slucajnog dogadaja
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Klasicna (Laplasova) verovatnoca

gde je:

A — slucajni dogadaj kao skup povoljnih elementarnih dogadaja D,, D,,..., D
m — broj povoljnih realizacija dogadaja A,

n — broj eksperimenata.

ns

Suprotna verovatnoca

q(A)=1-p(A)



Osobine klasicne verovatnoce:

Klasi¢na verovatnoca je uvek nenegativna vrednost:
Ako je m=0, dogadaj je nemoguc:

AKko je m=n, onda je dogadaj A pouzdan:

Vrednost klasi¢ne verovatnoce je u granicama:

Verovatnoca da se dogadaj A ne realizuje je suprotna verovatnoca:

P(A)>0.

p(A)=1.
0<p(A)<L.

q(A)=1-—.



StatistiCka definicija verovatnoce

Ako je n broj ponavljanja eksperimenta a m broj uspesnih realizacija
dogadaja A, tada relativna frekvencija m/n predstavlja statisticku
verovatno¢u dogadaja A, 1j

P(A):%.

Primer. Kockica se baca 1200 puta. Rezultat eksperimenata prikazan je
u tabeli:

Xi

1

2

3

4

5

6

fi

205

196

193

195

207

204

Ako dogadaj A predstavlja ,,kockica pokazuje paran broj*, onda je
196+195+204 595 1

P(A) =

1200

1200 2




Nezavisni dogadaji

Definicija: Dogadaji A I B su nezavisni ako vazi
P(AnB)=P(A)-P(B)

Primer. Kockica se baca dva puta. Koliko iznosi verovatnoca da

prvi put pokazuje broj 5 a drugi put broj 2? (Da li se logika menja

ako prvi put pokazuje broj 5 a drugi put broj 5?)



Uslovna verovatnoca

P(ANB)
P(B)

Princip proizvoda za uslovne verovatnoce.

P(AB) =P(B)-P(A[B) ii

P(AB)=P(A)-P(B| A)

P(A|B) = , P(B) >0

Primer: U kutiji ima r crvenih lopti i b plavih.
a) Koliko 1znosi1 verovatnoca da pri1 izboru dve lopte bez vraanja, prva
Izabrana lopta bude crvena a druga plava.
b) Koliko iznosi verovatnoca da pri izboru dve lopte bez vracanja, prva
1Izabrana lopta bude plava a druga crvena.

r b

a) p:b+r.b+r—1; b) IQ:b+r'b+r—l




Bejsova formula

1z relacije
P(A)-P(B|A)=P(AB)=P(B)-P(A|B)
se lako izvodi Bejsova formula:
o(aB)~ PBIAPK)
P(B)

U ekonomiji se Bejsova formula Cesto koristi za azuriranje
verovatno¢e novim informacijama.



Primer. Pretpostavimo da cena akcija raste u 900 dana 1 pada u 1100. Sa kojom

verovatno¢om cena akcija pada? (P(A) = 0,55 — a priori verovatnoca)
Pretpostavimo da raspolazemo sa dodatnim informacijama o kretanju kamatne

stope:

Cena Kamatna stopa

akcija Pada Raste
Pada 200 900
Raste 800 100

Sa kojom verovatnocom cena akcija pada ako imamo informaciju da kamatna stopa
raste?



Oznacimo: B - kamatna stopa raste,

B - kamatna stopa pada,
A — cena akcija pada.
Treba izracunati P(A | B) = ?
P(B]|A)P(A)
P(B)

P(A|B)=
P(B) =0,5;
P(B|A)= (900/1100) = 0,81818

P(A|B)=(0,81818-0,55)/0,5= 0,9 — a posteriori verovatnoca



Permutacije 1 kombinacije

Permutacija k elemenata iz skupa n elemenata predstavlja uredenu sekvencu K
elemenata. Broj permutacija racuna se prema obrascu

« n
" (n—k)!

=n-(n-1)-..-(n—k+1)  Redosled je bitan!

Primer. Covek svakog dana cita novine ,, A%, ,,B%, ,,C*, ,,D* . Na koliko naCina se
moze odrediti redosled Citanja

a) sve 4 novine, v e
b) 3 novine, RGSGI}_]C.

¢) 2 novine, D4 _ 4.
d) 1 novine? a) s = 24;

b) :)43 :24,
C) :)42 :12,




Primer: Na koliko nacina se 5 ljudi moze rasporediti u
jednom vozilu?

P=120

Primer: Na koliko nacina se 5 ljudi moze rasporediti u
jednom vozilu s tim da se voza¢ ne menja?



Kombinacija podrazumeva formiranje podskupa od k elemenata iz
skupa od n elemenata (0 < k < n), pri ¢emu redosled izabranih
elemenata nije bitan. Broj kombinacija odreduje se prema obrascu

« (M} n n(n=-1)-..-(n-k+1)
" k) K-k} k- (k=1)-...1

Primer. U prethodnom primeru na koliko nacina se moze izabrati X
novina koje ¢e biti procitane (redosled nije bitan), ako je

a) X =4,

b) X =3,

C) X =2,

d) X =1,

e) X =07

ResSenje:

cio(*orpy cioeaey cz=[*lo6d) oo Hloa gy co <[ F )21
e[ - 8-wr ci—[2 o i (! ci-({ -
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Verovatnoca odredenog broja
realizacija dogadaja pri visestrukom
ponavljanju eksperimenta

ebinomna verovatnoca®*,
Puasonova (Poisson) verovatnoca®,
*hipergeometrijska verovatnoca.
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Binomna verovatnoca

Pokazuje kolika je verovatnoca da ce se u n
nezavisnih eksperimenata dogadaj A realizovati x

puta, a da se nece realizovati n—x puta, pod uslovom
da je O<xsn.

Kada se izraCunava verovatnoca p(n;x):

ekada je verovatnoca realizacije dogadaja A, p(A),
velika (p(A)>0,05)

*broj nezavisnih eksperimenata mali (n<20)



Formule:

Binomna verovatnoca:

Rekurentni obrazac:

Binomna verovatnoca ako je p=Q:

Binomni obrazac x-te klase od n elemenata:

Napomena za binomni obrazac:

VER-040
Binomna verovatnoca

VER-027 Z(06)5-1
Binomna verovatnoca

L)L n—x+1.£.
p(n’ X)_ X q p(n;x_]_)s
n
)
p(n;X)=—n,

VER-004 K:3-1
Binomna verovatnoca



Puasonova verovatnoca Str. 73

Puasonova verovatnoca se izracunava kada je
verovatnoca p<0,05 1 n>20.

X
Puasonova verovatnoéa: — p(n;x)= m—le‘m; x=0,1,2,... m>0
X|

Parametar m: m=np=const, m>0
. m
Rekurentni obrazac: p(N; X)=—" P(nx)
X )

n-1

Poslednja verovatnoca: P ( n; n) =1->p (n; X)
i=1

VER-041 VER-006 K:3-2
Puasonova verovatnoca Puasonova verovatnoca

VER-029 Z(06)5-4
Puasonova verovatnoca
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Zakoni velikih brojeva

Zakon velikih brojeva se zasniva na pretpostavci da u
velikom broju slucajnih pojava njihova srednja vrednost
prestaje da bude slucajna velicina 1 da se moze
predvideti sa velikom pouzdanoscu.

Primer: Bacanje novciéa
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Centralna granicna teorema

Centralna granicna teorema je skup
uslova pri kojima se empirijski rasporedi
priblizavaju normalnom zakonu
rasporeda verovatnoca.



Primer:Ocene studenata po ispitnim rokovima:

R
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Slucajne promenljive

Slucajna promenljiva X je takva promenljiva koja
moze primati razlicite brojcane vrednosti sa
odredenom verovatnocom.

Ona je u potpunosti definisana ako se pored saznanja
o tome koje vrednosti ona moze uzimati, zna i sa kojim
verovatnocama ona moze te vrednosti uzimati.



Razlikuju se:
eprekidna (diskontinualna, diskretna) promenljiva,
neprekidna (kontinualna) promenljiva.
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Jednodimenzionalna prekidna slucajna promenljiva

Prekidna slucajna promenljiva X je ona slucajna
promenljiva koja za svoju vrednost uzima cele
nenegativne brojcane vrednosti, sa pozitivhim
verovatnocama p,, =1,2,...,n.

X1 X2 .. Xi .. Xn i
pl p2 pl pn i=1

\

VER-031 Jednodimenzionalna prekidna slucajna promenljiva
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Podela svih rasporeda verovatnoca u dve
velike grupe: empirijski i1 teorijski rasporedi.

Teorijski prekidni rasporedi (nema u
knjizi):

*Bernulijev raspored verovatnoca.
Binomni raspored verovatnoca®.
Puasonov raspored verovatnoca*.
eHipergeometrijski raspored
verovatnoca.

*Negativni binomni raspored

verovatnoca.
*Geometrijski raspored verovatnoca.
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Binomni raspored verovatnoca

Verovatnoce binomnog rasporeda se izracunavaju
na osnovu vec pominjanih formula!

Uslovi: O<p<1,
p+q=1,

S P(n:x)=1.
x=0

(p>0,05); n<20.
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Puasonov raspored verovatnoca
(n—00); (p(A)—0)

(p<0,05); n>20.
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Jednodimenzionalna neprekidna
slucajna promenljiva

Ako slucajna promenljiva X moze na slucajan
nacCin uzimati bilo koju proizvoljnu brojcanu
vrednost, u odredenom intervalu, na primer, u
intervalu (a,b).
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Teorijski neprekidni
rasporedi verovatnoca

Vrste:

eNormalni raspored verovatnoca*.

Studentov raspored verovatnoca*.

*Hi-kvadrat raspored verovatnoca*.

Snedekorov F-raspored verovatnoca (Fiserov raspored)®.
eRavnomerni raspored verovatnoca.

Eksponencijalni raspored verovatnoca.

*Lognormalni raspored verovatnoca.
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Normalan raspored verovatnoca

Karl Fridrih Gaus
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Zasto je normalni raspored toliko vazan?

*Veliki broj masovnih pojava ima priblizno normalan
raspored verovatnoca.

Mnogi prekidni rasporedi verovatnoca mogu se
aproksimirati normalnim rasporedom verovatnoca.
Na osnovu njega razvijen je veci broj neprekidnih
rasporeda, kao Sto su Studentov, Hi-kvadrat,
Snedekorov F-raspored itd.

*Predstavlja osnovu za parametarsko zakljucivanje.
*Veliki broj statistickih problema se resava ili se
moze reSavati samo uz pretpostavku da osnovni
skup, iz koga je formiran uzorak, ima normalan
raspored.



Osobine normalnog rasporeda verovatnoca Str. 82

*ODblik simetri¢nog zvona.

-Koeficijent asimetrije je a;=0 1 koeficijent spljoStenosti je a,=3.

*Ukupna povrsina ispod krive normalnog rasporeda jednaka je jedinici.
*Frekvencije rasporeda opadaju istim tempom 1 potpuno su simetricno
rasporedene.

*Normalni raspored je u potpunosti definisan parametrima x i o°.

*Ukoliko su poznate | o, moZze se izraCunati povrsina ispod normalne krive.






VER-042 Normalizovani raspored

VER-017 Z(06)6-1 Normalizovani raspored

VER-022 Normalizovani raspored
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Studentov t-raspored verovatnoca

W. S. Gosset (1908)




f(t) A o(u) Normalni

/ raspored

Studentov
raspored

Ovaj raspored se koristi kod malih wuzoraka za
ocenjivanje parametara osnovnog skupa i za testiranje
hipoteza o parametrima osnovnog skupa. Mali uzorak
je onaj koji ima manje od 30 jedinica (n<30).



2 Str. 82

Z (hi-kvadrat) raspored verovatnoca

0 -

Hi-kvadrat raspored se najviSe koristi u oblasti
neparametarskih testova.
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Snedekorov F-raspored verovatnoca

11(F)

Yy

R. A. Fisher 0

Ovaj raspored se najvise koristi u statistickom metodu
pod nazivom '"‘analiza varijanse'.
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Izbor odgovarajuceg teorijskog rasporeda

N

>(f,- fr°)
G?asp:il( )

n+1

Najbolji teorijski raspored je ona]
koji ima najmanju varijansu!
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Aproksimacija normalnim rasporedom

Prvi uslov za aproksimaciju: 015~0.

Drugi uslov za aproksimaciju: 0,~3.

VER-008 K:3-3
Aproksimacija normalnim rasporedom

VER-009 Z(06)7-1
Aproksimacija normalnim rasporedom



VER-003; K(05)z 3-1 Binomna verovatnoca

VER-005; K(05)z 3-2 Puasonova verovatnoca

VER-007; K(0S5)z 3-3 Aproksimacija norm. rasporedu
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